
内江师范学院学报
JOURNALOFNEIJIANGNORMALUNIVERSITY

第32卷第8期
No.8Vol.32

软BCC-代数

彭 家 寅*

(内江师范学院 数学与信息科学学院, 四川 内江 641199)

  摘 要:引入了软BCC-代数和BCC-代数的软子代数的概念,给出了几个实例说明这两个概念.建立了软

BCC-代数和BCC-代数的软子代数上的交、并、“和”与“或”运算,研究了软BCC-代数与软子代数之间的关系,并讨

论了它们的同态象之性质.
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0 引言

很久以来,用于处理建模、推理和计算的大多数

工具是分明的、确定的和精确的.然而,在经济、工

程、环境、社会学、医学、商业管理等中存在着许多复

杂的问题,这些问题所涉及的数据或信息并不总是

全部清晰,我们无法成功地使用经典的方法去解决

这些含有各种类型的不确定性的问题.近年来,已提

出了一些处理这类系统的有效理论与方法,如概率

论、模糊集理论[1]、直觉模糊集理论[2]、Vague集理

论[3]、区间数理论[4]、粗糙集理论[5]等被作为数学工

具去处理嵌入在系统中的不同类型的不确定性和不

精确性问题.1999年,Molodtsov[6]指出,上述所有

理论都有其固有的缺陷,其中一个主要的问题是这

些理论的参数化的工具不足.于是,他提出了一个全

新的概念,称为软集.该理论引入了一组参数去处理

不确定性和模糊性问题,从而摆脱上述问题所造成

的困难.
自 Molodtsov引入软集的概念以来,引起了人

们的广泛关注[7-8].一方面,软集理论在函数平滑、黎

曼积分、决策、测度理论、博弈论等领域有着丰富的

应用.特别地,软集在决策中的应用已经凸显出来

了[7-8].另一方面,软集理论也在不断丰富和发展,例

如Chen等[9]提出了软集参数约简的概念,并且与

粗糙集理论中的属性约简的相关概念进行了比较.

Jun等[10]于2001年将模糊集理论用于BCK-代数

的结构研究中,Dudek等[11]把模糊集理论用于研究

BCC-代数的结构问题.本文将Molodtsov提出软集

的概念应用到BCC-代数中,引入软BCC-代数及其

软子代数的概念,研究它们的基本性质.

1 预备知识

所谓BCC-代数是指满足如下五个条件的一个

(2,0)型代数 (X,*,0):对任意x,y,z∈X,都有

(1)((x*y)*(z*y))*(x*z)=0;

(2)x*x=0;

(3)0*x=0;

(4)x*0=x;

(5)若x*y=0且y*x=0,则x=y.

在任意BCC-代数中,定义一个序关系 “≤ ”如
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下:令x,y∈X,
(6)x≤y⇔x*y=0.
不难看出,上述定义的序关系是一个偏序关系,

元素0是为其最小元.在任何BCC-代数中,下列结

论成立:

(7)若x≤y,则x*z≤y*z且z*y≤z*x.

BCC-代数X 的非空子集S 叫做X 的一个子代

数,如果对任意x,y∈S,都有x*y∈S.设X 和Y
都是BCC-代数,称映射f:X→Y 为同态映射,如果

f(x*y)=f(x)*f(y)对任意x,y∈X 都成立.对

于BCC-代数的同态映射f:X→Y,把kerf叫做f的

核,它是如下集合kerf= {x∈X|f(x)=0}.
Molodtsov[6]按以下方式定义了软集:设U 为

初始论域,E为一个参数集.令P(U)为U 的幂集,

A⊂E.
定义1.1[6] 有序对 (F,A)叫做U 上的一个

软集,其中F为如下的一个集值函数F:A→P(U).
换言之,U 上的一个软集就是论域U 的子集的参数

族.对ε∈A,F(ε)叫做软集(F,A)的ε-近似的元

素 集 合.显 然,软 集 并 不 是 一 个 集 合,并 且

Molodtsov[6]给出了几个例子说明了软集这个概念.
定义1.2[7] 对于同一论域U 上的两个软集

(F,A)和 (G,B),称 (F,A)为 (G,B)的一个软子

集,记为 (F,A)⊂
~ (G,B),如果(i)A⊂B,(ii)对

任意e∈A,有F(e)=G(e).
定义1.3[12] 论域U 上的两个软集 (F,A)和

(G,B)的并是U 上的一个软集 (H,C),其中C=
A∪B 并且 ∀e∈C,有

H(e)=

F(e),ife∈A\B,

G(e),ife∈B\A,

F(e)∩G(e),ife∈A∩B

ì

î

í

ï
ï

ïï .

记此交为 (F,A)∩
~
(G,B)=(H,C).

注 Xu等[12]指出 Maji等提出的关于软集交

定义可能会产生一些矛盾,于是给予了重新定义.
定义1.4[7] 论域U 上的两个软集 (F,A)和

(G,B)的并是U 上的一个软集(H,C),其中C=
A∪B 且对任意e∈C,

H(e)=

F(e),ife∈A\B,

G(e),ife∈B\A,

F(e)∪G(e),ife∈A∩B

ì

î

í

ï
ï

ïï .

把该并记为 (F,A)∪
~
(G,B)=(H,C).

定义1.5[7] 若 (F,A)和 (G,B)都是论域U

上的软集,将“(F,A)和 (G,B)”,记为 (F,A)∧
~

(G,B),定义为 (F,A)∧
~
(G,B)= (H,A×B),

其中 H(α,β)=F(α)∩G(β)对任意(α,β)∈A×B
成立.

定义1.6[7] 若 (F,A)和 (G,B)都是论域U

上的软集,将“(F,A)或 (G,B)”,记为 (F,A)∨
~

(G,B),定义为 (F,A)∨
~
(G,B)= (H,A×B),

其中 H(α,β)=F(α)∪G(β)对任意(α,β)∈A×B
成立.

2 软BCC-代数

下文中,总假定 X 为BCC-代数,A 为非空集

合.R 为A 到X 上的任一关系,即R 为A×X 的一

个子集.定义集值映射 F:A →P(X)为:对任意

x∈A,F(x)={y∈X|xRy},则有序对 (F,A)

为X 上的一个软集.
定义2.1 设 (F,A)为 X 上的一个软集,称

(F,A)为 X 上的一个软 BCC-代数,如果对任意

x∈A,F(x)都是X 的子代数.
例2.1 设X={0,1,2,3,4}为一个BCC-代

数,其Cayley如表1所示.
表1 X 上关于 * 的运算

* 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1
2 2 2 0 2 2
3 3 3 3 0 3
4 4 4 4 4 0

  设 (F,A)为X 上的一个软集,其中A=X,集
值函数F:A →P(X)的定义为:对任意x∈A,

F(x)={y∈X|xRy⇔y∈x-1I},其中I={0,1}
且x-1I={y ∈ X|y*(y*x)∈I}.容易验证

F(0)=F(1)=X,F(2)={0,1,3,4},F(3)={0,

1,2,4},且F(4)={0,1,2,3}都是X 的子代数,因
此 (F,A)为X 上的软BCC-代数.若定义集值函数

G:A→P(X)如下:对任意x∈A,有
G(x)={y∈X|xRy⇔y∈x-1J},

其中J={1}且x-1J={y∈X|y*(y*x)∈J},
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那么G(1)={1}不是X 子代数.这就说明X 上软集

(G,A)不是X 的软BCC-代数.
例2.2 设A是BCC-代数X 的模糊子代数,其

隶属函数为μA.考虑关于函数μA 的α-水平子集族

F(α)={x∈X|μA(x)⩾α},则F(α)为X 的子代

数.如果已知族F,能通过公式μA(x)=sup{α∈
[0,1]|x∈F(α)}获得μA ,这样每个模糊BCC-子
代数A 都可视为软BCC-代数 (F,[0,1]).

定理2.1 设 (F,A)为X 上的一个软BCC-代
数,若B 为A 子集,则 (F|B,B)为X 上的一个软

BCC-代数.
证明 显然.
定理2.2 设 (F,A)和 (G,B)都是X 上的一

个软BCC-代数,如果A∩B≠ ∅ ,那么 (F,A)∩
~

(G,B)也是X 上的一个软BCC-代数.

证明 由定义1.3,记(F,A)∩
~
(G,B)= (H,C),

其中C=A∪B.对任意x∈C,有

H(x)=
F(x),ifx∈A\B,

G(x),ifx∈B\A,

F(x)∩G(x),ifx∈A∩B

ì

î

í

ïï

ïï .
注意到,H:C→P(X)为一个集值映射,所以

(H,C)为X 上的一个软集.因为(F,A)和(G,B)为X
上的软BCC-代数,所以当x∈A/B时,H(x)=F(x)
是X 的一个BCC-子代数;当x∈B/A 时,H(x)=
G(x)也是X 的一个BCC-子代数;当x∈A ∩B
时,因子代数的交仍为子代数,故 H(x)=F(x)∩
G(x)为X 的一个子代数.

综上所述,(F,A)∩
~
(G,B)是X 上的一个软

BCC-代数.
推论2.1 设 (F,A)和 (G,A)是X 上的两个

软BCC-代数,则 (F,A)∩
~
(G,A)也是 X 上的软

BCC-代数.
定理2.3 设 (F,A)和 (G,B)是X 上的两个

软BCC-代数,如果A∩B= ∅,则(F,A)∪
~
(G,B)

也是X 上的一个软BCC-代数.

证明 由定义1.4,记(F,A)∪
~
(G,B)= (H,C),

其中C=A∪B.对任意x∈C,有

H(x)=
F(x),ifx∈A\B,

G(x),ifx∈B\A,

F(x)∪G(x),ifx∈A∩B

ì

î

í

ïï

ïï .
因A∩B=∅,所有x∈C,要么x∈A\B,要么x∈B\A.

如果x ∈ A\B,则依 (F,A)为软 BCC-代数知,

H(x)=F(x)为 X 的BCC-子代数;当x ∈B\A
时,H(x)=G(x)也是 X 的BCC-子代数.综上所

述,(H,C)为X 上的软BCC-代数.
定理2.4 设 (F,A)和 (G,B)是X 上的两个

软BCC-代数,则 (F,A)∧
~
(G,B)也是X 上的一个

软BCC-代数.

证明 由定义1.5,记 (F,A)∧
~
(G,B)= (H,

A×B),其中对任意 (α,β)∈A×B,有H(α,β)=
F(α)∩G(β).因为F(α)和G(β)都是X 的BCC-
子代数,所以F(α)∩G(β)也是X 的BCC-子代数,
故对任意(α,β)∈A×B,H(α,β)是X 的BCC-子

代数.从而 (F,A)∧
~
(G,B)= (H,A×B)是X 上

的一个软BCC-代数.
定义2.2 称X 的一个软BCC-代数(F,A)是

平凡的(全域的),如果对任意x ∈A,F(x)=
{0}(F(x)=X).

设f:X→Y 为BCC-代数的映射.对于X 上的

软集 (F,A),则 (f(F),A)为Y 上的一个软集,其
中f(F):A → P(Y)被定义为:对任意x ∈ A,

f(F)(x)=f(F(x)).
定理2.5 设f:X→Y 为BCC-代数的同态映

射,如果 (F,A)为 X 上的一个软BCC-代数,则
(f(F),A)为Y 上的一个软BCC-代数.

证明 因为F(x)是 X 的一个BCC-子代数,
所以它的同态像是Y 的BCC-子代数.进而,对任意

x∈A,f(F)(x)=f(F(x))为Y 的BCC-子代数,
故 (f(F),A)是Y 的软BCC-代数.

定理2.6 设f:X→Y 为BCC-代数的同态映

射,且 (F,A)是 X 上的软BCC-代数,则下列结论

成立:
(i)若 对 任 意 x ∈ A,有 F(x)=kerf,则

(f(F),A)是Y 上平凡的软BCC-代数.
(ii)如 果 f 为 满 射 且 (F,A)是 全 域 的,则

(f(F),A)是Y 上全域的软BCC-代数.
证明 (i)因F(x)=kerf,所以对任意x∈A,

有f(F)(x)=f(F(x))= {0Y}.由定义2.2和定理

2.5知,(f(F),A)为Y 上平凡的软BCC-代数.
(ii)因f为满射且(F,A)是全域的,则F(x)=X对

任意x∈A成立,从而f(F)(x)=f(F(x))=f(X)=Y
对所有x ∈A 成立.依定理2.5和定义2.2 知,
(f(F),A)是Y 上全域的软BCC-代数.
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定义2.3 设 (F,A)和 (G,B)是X 上的两个

软BCC-代数,称 (F,A)为 (G,B)的一个软BCC-子

代数,记为 (F,A)<
~ (G,B),如果它满足:(i)A ⊂

B,
(ii)对任意x∈A,F(x)都是G(x)的BCC-

子代数.
例2.3 设 (F,A)为例2.1中X 上的一个软

BCC-代数,B={1,3,4}为A的子集,集值映射G:B→
P(X)被定义为:对任意x∈B,G(x)={y∈X|
xRy⇔y∈x-1I},其中I={0,1}且x-1I={y∈X
|y* (y*x)∈I}.容易验证G(0)=X,G(3)=
{0,1,2,4}和G(4)={0,1,2,3}分别是F(0),F(3)
和F(4)的BCC-子代数,所有(G,B)为(F,A)的一个

软BCC-子代数.
定理2.7 设 (F,A)和 (G,A)是X 上的两个

软BCC-代数,则下列结论成立:

(i)若对任意x∈A,有F(x)⊂G(x),则(F,A)<
~

(G,A).
(ii)若B={0},且(F,X)和(H,B)都是X 上

的软BCC-代数,则 (H,B)<
~
(F,X).

证明 显然.
推论2.2 如果(F,X)是X上的一个软BCC-代

数,则(F,X)和(F,{0})都是(F,X)的软BCC-子

代数.
定理2.8 设 (F,A)为X 上的一个软BCC-代

数,而(G1,B1)和(G2,B2)都是 (F,A)的软BCC-子

代数,则下列结论成立:

(i)(G1,B1)∩
~
(G2,B2)<

~
(F,A).(ii)B1 ∩

B2=∅ ⇒(G1,B1)∪
~
(G2,B2)<

~
(F,A).

证明 (i)由定义1.3,可记 (G1,B1)∩
~
(G2,

B2)=(G,B),其中B=B1 ∪B2.对任意x∈B,

G(x)=G1(x)或G2(x)或G1(x)∩G2(x).显然,

B⊂A.令x∈B,则x∈B1/B2或x∈B2/B1或x∈

B1∩B2.当x∈B1/B2 时,由(G1,B1)<
~
(F,A)知,

G(x)=G1(x)为 F(x)的 BCC-子代数;当x ∈

B2/B1 时,因 (G2,B2)<
~
(F,A)知,G(x)=G2(x)

为F(x)的BCC-子代数;当x∈B1∩B2时,G(x)=
G1(x)∩G2(x)仍为F(x)的BCC-子代数.综上所

述,(G1,B1)∩
~
(G2,B2)<

~
(F,A).

(ii)由定义1.4,可记 (G1,B1)∪
~
(G2,B2)=

(G,B),其中B=B1 ∪B2.对任意x∈B,有

G(x)=
G1(x),ifx∈B1\B2,

G2(x),ifx∈B2\B1,

G1(x)∪G2(x),ifx∈B1 ∩B2

ì

î

í

ï
ï

ïï .

因 (Gi,Bi)<
~
(F,A),i=1,2,则B=B1∪B2⊂A.

对任意x∈Bi,i=1,2,Gi(x)为F(x)BCC-子代

数.由于B1 ∩B2=∅ ,所以对任意x ∈B,要么

x∈B1\B2 ,要么x∈B2\B1.如果x∈B1\B2,则

G(x)=G1(x)是F(x)的BCC-子代数;如果x ∈
B2\B1,则G(x)=G2(x)仍是F(x)的BCC-子代

数,总之 (G1,B1)∪
~
(G2,B2)<

~
(F,A).

定理2.9 设 (F,A)是X 上的一个软BCC-代

数,且 {(Gi,Bi):i∈I}是(F,A)的软BCC-子代数

的非空族,其中I为指标集,则下列结论成立:

(i)∩
~

i∈I(Gi,Bi)<
~
(F,A).(ii)∧

~

i∈I(Gi,Bi)<
~

(F,A).(Ⅲ)如果对任意i,j∈I且i≠j,有Bi∩

Bj=∅,则 ∪
~

i∈I(Gi,Bi)<
~
(F,A).

证明 证明是简单的,故略去.
定理2.10 设f:X→Y 为BCC-代数的同态映

射,若 (F,A)和 (G,A)是X 上的软BCC-代数,则

(F,A)<
~
(G,B)⇒(f(F),A)<

~
(f(G),B).

证明 由 (F,A)<
~
(G,B)知,A⊂B且F(x)

是G(x)的BCC-子代数.因为f 为同态映射,所以

f(F)(x)=f(F(x))为 f(G(x))=f(G)(x)的

BCC-子代数,故 (f(F),A)<
~
(f(G),B).
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  Abstract:TheconceptsofsoftBCC-algebrasandsoftsub-algebrasareintroduced,andseveralexamplesaregiventoil-
lustratetheseconcepts.OperationsofsoftBCC-algebrasandsoftsub-algebrasliketheintersection,union,“AND”and“OR”

areestablished.TherelationsbetweenthesesoftBCC-algebrasandsoftsub-algebrasareinvestigated,andthepropertiesof
theirhomomorphicimagesarediscussed.
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