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圆形容器中非旋转液体下漏的实验研究

陈 湘1,2, 杨铸涛1, 刘铮昊1, 唐先兴1, 马青云1, 杨明东1 *

(1.内江师范学院,物理与电子信息工程学院, 四川 内江 641100;

2.内江市智能教仪研发工程实验中心, 四川 内江 641100)

  摘 要:依据理想流体的伯努利方程、连续性方程等,对静止圆形容器中非旋转流体沿底部开孔下漏时,液面

距底部高度z与液面初始高度z0 和时间t的关系,以及小孔处液体的流速v0、流量C 随时间t变化的关系进行了推

导.采用自制的实验装置进行液面高度和对应下漏时间的测试,结果表明:不同径孔比情况下,液面的约化高度 Z′

= z0 - z,与时间t均呈良好的线性关系,即t=kZ′,比例系数k与容器直径D 和小孔直径d 之比有关.但由于

非理想液体中存在黏滞力,以及液体与容器壁之间的摩擦力,液面的约化高度 Z′ 与时间t 之间的实际比例系数均

大于理论计算值.在本文测试的径孔比范围内(4.78~10.75),实验比例系数与理论比例系数的比值,即k因子修正

系数γ,在1.5附近呈“λ”形状分布微小变化.
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0 引言

理想流体的主要特征指的是不可压缩和没有黏

滞性.理想流体流动过程中所选质元相对于相邻流

体流动时它们之间没有相互作用力,进而没有能量

损耗,机械能守恒;因此,可以根据牛顿力学的质点

系的功能原理,把流管中的一段流体体元作为质点

系,当它在流管中运动时,外力功等于体元的机械能

的变化,由此得做定常流动理想流体中任意流向上

个点压 强、流 速 所 满 足 的 方 程,即 得 到 伯 努 利 方

程[1].流体力学研究者主要采用理想流体的伯努利

方程进行建模分析[2-4],并进行数值模拟研究,如液

体推进剂贮罐泄漏数值模拟[5]、液体压力管道缝隙

泄漏流场数值模拟[6].但非理想流体内部存在黏滞

性引起摩擦,因此伯努利方程进行改写.如路峻岭

等[7]在考虑了液体内摩擦的情况下,对圆形管道内

作定常流动的液体压强进行了理论分析,得出了非

理想流体的伯努利方程表达式,并以水为介质进行

了实验研究液面高度和流速与时间的关系,相关结

论与理想流体的结论差异非常大.另外,液体同容器

壁之间还存在摩擦力、黏滞力等,也会对液体流动造

成重要影响,如万五一等[8]对旋转流体在边界阻力

作用下的衰 减 特 性、安 宇[9]对 旋 转 液 面 的 形 状 等 进

行了系统分析,得出了黏滞流体的旋转式通过黏滞

带动和在流体旋转的衰减过程中,角速度越大,所受

边壁阻力越大,旋转衰弱越快等结论.实际上,流体

密度,流体与 运 动 物 体 的 相 对 速 度,运 动 物 体 的 线

度,流体的黏滞系数等都会影响液体运动属性,非理

想流体的物理模型的建立实际上难度是非常大的,
且因实际边界条件和初始条件复杂,所建立的物理

模型难以得到精确解,因此,很多学者采用虚拟仿真

或实验的数值分析的方式呈现流体运动特征.
液体沿圆形容器底部开孔处流出在日常生活中

比较常见,如水塔放水、输液瓶等.本文将从理想流

体模型出发,以伯努利方程、连续性方程为基础,对
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圆形容器中非旋转液体下漏过程中,液面高度、漏孔

处流速、流量与时间的关系等进行理论分析,并通过

实验研究对理论模型中相关参数进行修正,为进一

步深入研究旋转液体相关问题提供参数.

1 理想流体液面高度、流速、流量随时间变

化关系的推导

现有一个圆柱形开口容器,其内径为 D,在底部

有一圆孔,其直径为d,定义容器内液面高度为z,
建立如图1所示的坐标.

图1 装置模型

液体通过小孔下漏时,在液面和小孔处的压强

均与大气压 p0 相 等.取 液 面 处 至 底 部 开 口 的 一 流

线,根据理想流体的伯努利方程,流线上各点满足

1
2ρv2+ρgz+p0=p0+12ρv2

0, (1)

式中,v0 为小孔处的液体流速,v 为液面下降的速

度.将速度v替换为高度与时间关系v=-dzdt
,化简

式(1)可得

2gz+(-dzdt
)
2

=v20. (2)

由于开口处流体流量等于容器中下漏的量,根
据连续性方程,可得

S孔 v0=S容(-dzdt
), (3)

式中,S孔 =14πd
2 为小孔面积,S容 =14πD2 为容器

内圆面积.
联立式(3)、(4),求解可得

-dzdt=S孔
2gz

S2
容 -S2

孔

,

再分离变量,可得

dt=- S2
容 -S2

孔

S孔 2g
z-12dz.

对式左侧、右侧分别对时间、高度积分,并取液面高

度z=z0 的时刻为计时起点,则有

t=- S2
容 -S2

孔

S孔 2g∫
z

z0

z-12dz=

2
S孔

S2
容 -S2

孔

2g
(z0 - z). (4)

令

k= 2
S孔

S2
容 -S2

孔

2g = 2

D4

d4 -1

g
,

并称为k因子,它与径孔比 Dæ

è
ç

ö

ø
÷

d
4

相关.因此,式(4)

简化为

t=k(z0 - z)或z=(z0 - t
k
)
2

. (5)

式(5)给出了在理想流体下漏过程中,液面的高度与

对应的时间关系.若将 z0 - z 看成一个变量Z′,
并称为约化高度,则可进一步化简为

t=kZ′, (6)
即非旋转液体下漏时间与液面始末高度的开方值之

差成正比.在重力加速度g不变的情况下,其斜率仅

与容器内径 D、小孔直径d 有关.
此外,联立式(2)、(3),可得

v0= 2g

1-(dR
)
4·z . (7)

式(7)给出了容器开口处流体下漏速度和容器中液

面高度的关系,小孔处流速取决于v0 液面高度和径

孔比.
将式(4)带入式(5),可求出小孔处液体的流速

可进一步改写为

v0= 2g

1-(dR
)
4·(z0 - t

k
). (8)

另外,根据式(4)和液面高度变化与流出液体的

体积的关系 C =πR2 z0-[ ]z ,可推导出液体的流

量C 与时间t的关系:

C= t
k +æ

è
ç

ö

ø
÷z
2

-é

ë
êê

ù

û
úúz πR2, (9)

可以看出流量与时间t、k因子、液面高度z有关.
这里需要指出,当D=d时,即径孔比为1时,原

处于静态的 液 体 则 下 漏 过 程 中 类 似 于 自 由 落 体 运

动,底部液体流速为

v0= 2gz0,

其中z0 为液面起始高度.但将 D
d =1带入式(6),因

k=0,而出现t=0,这显然与自由落体运动不相吻
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合.因此,式(6)还存在一定的缺陷,尚需进一步深入

研究其物理模型.

2 实验研究方法

为验证上述模型,按照图1进行了实验设计和

测量.实验中将外壁标有刻度、高度均为24cm的不

同径孔比圆柱形亚克力管置于水平支架上,使用软

塞堵住小孔并灌满水.通过高速摄像机记录下液体

从容器中下漏的全过程,以拔去软塞 瞬间为计时起

点,以液面底部为高度零点,借助计算机图像分析,得

到多次测量下液面高度z和对应时间t的平均数据.
为避免初始时拔去软塞与结束时液体不能排尽对实

验的影响,只取液面高度24cm~1cm的数据.

3 非旋转流体下漏的实验结果与讨论

3.1 容器直径D不变时的结果与讨论

采用上述方法,测试了内径为D=8.60cm时,
小孔 直 径 d 分 别 为0.80、0.90、1.00、1.10、1.20、

1.30、1.40、1.50cm的z和t的数据,并就算出约化

高度Z′= z0 - z,具体如表1所示.
表1 不同孔径d 时液面高度与对应时间数据

液面高度
Z/cm

约化高度
Z′/(cm̂0.5)

不同圆孔直径d/cm时,液面高度对应的时间t/s
0.80 0.90 1.00 1.10 1.20 1.30 1.40 1.50 1.60 1.70 1.80

24.00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
23.00 0.10 0.80 0.66 0.54 0.44 0.36 0.30 0.30 0.23 0.17 0.22 0.16
22.00 0.21 1.66 1.33 1.08 0.90 0.78 0.64 0.58 0.52 0.42 0.40 0.39
21.00 0.32 2.51 2.02 1.66 1.37 1.18 0.98 0.88 0.74 0.63 0.62 0.56
20.00 0.43 3.42 2.72 2.24 1.87 1.58 1.32 1.18 1.01 0.87 0.82 0.72
19.00 0.54 4.33 3.46 2.82 2.36 1.98 1.68 1.49 1.30 1.10 1.03 0.89
18.00 0.66 5.26 4.21 3.42 2.84 2.42 2.04 1.80 1.57 1.33 1.22 1.08
17.00 0.78 6.21 4.94 4.03 3.37 2.88 2.41 2.14 1.84 1.59 1.44 1.27
16.00 0.90 7.22 5.77 4.77 3.90 3.32 2.86 2.48 2.19 1.84 1.67 1.52
15.00 1.03 8.39 6.60 5.41 4.53 3.80 3.24 2.80 2.47 2.11 1.92 1.70
14.00 1.16 9.43 7.40 6.12 5.11 4.28 3.66 3.21 2.78 2.37 2.16 1.90
13.00 1.29 10.52 8.28 6.84 5.69 4.78 4.08 3.59 3.10 2.64 2.39 2.07
12.00 1.43 11.63 9.18 7.57 6.31 5.29 4.52 3.97 3.42 2.92 2.63 2.38
11.00 1.58 12.76 10.13 8.33 6.93 5.83 4.98 4.34 3.78 3.23 2.88 2.60
10.00 1.74 13.99 11.11 9.14 7.62 6.39 5.46 4.77 4.13 3.56 3.17 2.79
9.00 1.90 15.24 12.14 10.01 8.31 6.99 5.96 5.21 4.51 3.89 3.49 3.02
8.00 2.07 16.59 13.22 10.89 9.04 7.62 6.51 5.67 4.91 4.23 3.79 3.37
7.00 2.25 17.98 14.37 11.82 9.81 8.27 7.07 6.13 5.32 4.59 4.12 3.64
6.00 2.45 19.52 15.56 12.81 10.64 8.97 7.67 6.67 5.76 4.99 4.46 3.89
5.00 2.66 21.12 16.83 13.90 11.52 9.73 8.32 7.22 6.23 5.43 4.83 4.21
4.00 2.90 22.89 18.29 15.07 12.50 10.53 9.02 7.81 6.77 5.90 5.23 4.64
3.00 3.17 24.83 19.82 16.36 13.57 11.43 9.83 8.51 7.36 6.43 5.68 4.97
2.00 3.48 27.07 21.68 17.86 14.79 12.50 10.73 9.30 8.06 6.99 6.20 5.54
1.00 3.90 30.20 24.11 19.89 16.43 13.94 11.91 10.32 8.92 7.76 6.88 6.04

  图2是约化高度Z′ 与对应时间t 的关系图,可
以看出不同孔径比下t与Z′ 之间的线性关系明显.
采用最小二乘法原理计算或者软件拟合,可以得到

相应数据点的线性拟合相关系数,如表2所示.由表

2可见,线性拟合相关系数均在0.999以上,这表明

实验中各数据点均良好地反映t与Z′ 之间线性关

系,与物理模型的精确解(7)式相吻合.另外,不同径

孔比下,k因子理论值均与线性拟合的斜率存在较

大差异,这说明非理想液体中存在黏滞力,以及液体

与容器壁之间的摩擦力等因素会影响实验结果.用

t-Z′ 线性拟合斜率除以k 因子理论值可得k 修正系

数γ,则非理想流体约化高度Z′ 与对应时间t 所满

足的关系式可表述为

t=λk理 Z′=k实 Z′, (11)

其中γ 的值为t=k实

k理
.
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表2 D=8.60cm 时不同孔径d时相关参数

参数
圆孔直径d/cm

0.80 0.90 1.00 1.10 1.20 1.30 1.40 1.50 1.60 1.70 1.80
径孔比 (D/d) 10.75 9.56 8.60 7.82 7.17 6.62 6.14 5.73 5.38 5.06 4.78
k因子理论值 52.20 41.25 33.41 27.61 23.20 19.77 17.04 14.84 13.04 11.55 10.30
t-Z′ 拟合斜率 78.08 62.39 51.48 42.63 36.01 30.90 26.70 23.08 20.16 17.74 15.64
拟合相关系数 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
k修正系数γ 1.50 1.51 1.54 1.54 1.55 1.56 1.57 1.56 1.55 1.54 1.52

  由表2可以看出,在孔径比为4.78~10.75时,
虽然γ 的值均在1.5左右,但也存在一定的差异.从

外表表现来看,γ 因子是一个与孔径比相关的因子,
实际上该因 子 的 差 异 来 自 非 理 想 流 体 中 存 在 黏 滞

力,以及液体与容器壁之间的摩擦力等因素.

图2 D=8.60cm时不同径孔比的约化高度Z′与时间t的关系

如图2所示,孔径比与γ 因子变化趋势基本呈

一个“λ”形状.γ 值变化规律除与非理想流体与理

想流体的差异外,还有可能与液体类型、容器形状、
器壁光滑度等因素有关,具体函数关系可通过大量

类似于图3中的实验曲线进行函数拟合.

径孔比D/d
图3 D=8.60cm 时不同径孔比 D/d 与

k 因子修正系数γ 关系

3.2 小孔直径d 不变时的结果与讨论

采用上述方法,测试了d=1.20cm时,容器内

径分别为7.60、8.10、8.60、9.10、9.60cm的z 和t
的数据,数据见表3.由图4和表3可以看出,不同

径孔比下t与Z′各数据点均良好的二者之间线性关

系,也与物理模型的精确解(7)式相吻合.如图5所

示,径孔比只在6.33~8.00之间变化,因此k 因子

修正系数γ 变化幅度较小,基本在1.54附近,与图

3的规律符合.
表3 d=1.20cm 时不同直径 D 亚克力管中液面高度对应的时间测量数据

液面高度

Z/cm

约化高度

Z′/(cm̂0.5)
不同直径 D/cm时,液面高度对应的时间t/s

7.60 8.10 8.60 9.10 9.60
24.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
23.00 0.10 0.31 0.33 0.36 0.46 0.53
22.00 0.21 0.61 0.68 0.78 0.87 1.02
21.00 0.32 0.93 1.03 1.18 1.32 1.53
20.00 0.43 1.24 1.38 1.58 1.78 2.03
19.00 0.54 1.58 1.73 1.98 2.24 2.56
18.00 0.66 1.92 2.10 2.42 2.72 3.08
17.00 0.78 2.26 2.47 2.88 3.20 3.64
16.00 0.90 2.60 2.92 3.32 3.77 4.20
15.00 1.03 2.98 3.34 3.80 4.29 4.79
14.00 1.16 3.38 3.76 4.28 4.80 5.40
13.00 1.29 3.76 4.19 4.78 5.37 6.00
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  续表

液面高度
Z/cm

约化高度
Z′/(cm̂0.5)

不同直径 D/cm时,液面高度对应的时间t/s
7.60 8.10 8.60 9.10 9.60

12.00 1.43 4.16 4.63 5.29 5.93 6.66
11.00 1.58 4.59 5.09 5.83 6.51 7.31
10.00 1.74 5.02 5.60 6.39 7.13 8.02
9.00 1.90 5.49 6.10 6.99 7.82 8.76
8.00 2.07 5.96 6.64 7.62 8.54 9.52
7.00 2.25 6.48 7.23 8.27 9.38 10.34
6.00 2.45 7.02 7.86 8.97 10.00 11.22
5.00 2.66 7.61 8.49 9.73 10.87 12.13
4.00 2.90 8.23 9.23 10.53 11.74 13.17
3.00 3.17 8.93 10.00 11.43 12.78 14.30
2.00 3.48 9.73 10.92 12.50 14.00 15.60
1.00 3.90 10.83 12.22 13.94 15.56 17.30

图4 d=1.2cm时不同圆筒直径对用约化高度Z′与时间t的关系

表3 d=1.2cm 不同直径 D 时各对应参数值

参数
直径 D/cm

7.60 8.10 8.60 9.10 9.60

孔径比 6.33 6.75 7.17 7.58 8.00

k因子理论值 18.11 20.58 23.20 25.98 28.91

t-Z′线性拟合斜率 28.02 31.50 36.01 40.18 44.69
拟合相关系数 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

k因子修正系数γ 1.55 1.53 1.55 1.55 1.55

径孔比D/d
图5 d=1.2cm 时不同径孔比 D/d 与k 因子修正系数γ 关系

4 结论

上述研究中以伯努利方程、连续性方程为基础,
分析了圆形容器中非旋转理想液体沿底部中心开孔

处下漏过程中,液面高度、漏孔处流速、流量与时间

变化的关系.以水为介质的实验研究表明,液面的约

化高度Z′= z0 - z 与时间t 均呈良好的线性关

系,即t=kZ′,这与理论解高度吻合.但受非理想流

体中内部的黏滞性和与容器壁之间的摩擦等因素影

响,实验测定的k 值与理论值存在差异,二者之商,
即修正因子γ,随容器直径和小孔直径之比呈现一

个“λ”形状分布.研究结果对非理想流体下漏过程

中预测液面高度、流速、流量与时间变化的关系有重

要的参考价值.
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